434

so wird nach (9)

dy (x,0) ) dp (x) iU
dx, dx,,

—i [ oy | g, 20101 ]

wo das Fldchenintegral nach (16) und (7) ver-
schwindet, und

@y @,0) _,ive Po@) —ive
dx? Ix?
v v
[ 2 () JU(U)]
el w)
g

woraus mit Hilfe von (6) und (7) wie friither (vgl
Abschn. 2) folgt:

dzZ(xaG)_ 9 .
Tx;", = (¥t 9) 2 (x,0) ,

entsprechend der Ruhmasse ]/uT-I:{ fifc.
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Anstatt den gemaB (15) transformierten Opera-
tor  einzufithren, kann man natiirlich auch ¢ bei-
behalten und die Schrédinger-Gleichung entspre-
chend transformieren. Setzen wir namlich in (10),
(11), (12)

S(o)=e"",
so daly
W*(0) 7 (x,0) ¥ (6) = ¥*(0) ¢ () ¥ (o)
so wird

H'(z,0)=—inc5 (020 4, 2U0O)

do(r) " o0 ()
=1/2.y¢*(®)+...,
und unter Verwendung dieser Hamilton-Funktion

(statt H) in (5) folgt wie oben

d2 .
Lo — (249 g @),

v

Fou

DaB diese Betrachtungen auf Teilchen mit Spin
iibertragen werden kénnen, bedarf wohl keiner Er-
lauterung.

Bemerkungen zum Turbulenzproblem

Von WERNER HEISENBERG
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 3a, 434—437 [1948]; eingegangen am 15. Juni 1948)

Die verschiedenen physikalischen Gesichtspunkte, die einerseits den friitheren Stabili-
titsuntersuchungen an laminaren Strémungen, andererseits der neueren statistischen
Turbulenztheorie zugrunde liegen, werden miteinander verglichen und kritisch be-

sprochen.

In fritheren Jahren hat Sommerfeld mit sei-
nen Schiilern haufig das Turbulenzproblem dis-
kutiert, das lange Zeit als das ungeldoste Grund-
problem der neueren Hydrodynamik galt. Inzwi-
schen hat die statistische Theorie der Turbulenz,
die vor etwa zehn Jahren von Taylor! und
v. Kdrméan? begriindet worden ist, so entschei-
dende Fortschritte erméglicht, daf das Turbulenz-
problem in seinem physikalischen Kern wohl als
gelost angesehen werden kann. In den folgenden

1 G.J. Taylor, Proc. Roy. Soc. [London] Ser. A
151, 421 [1935].

?Th. v. Kdrman u. L. Howarth, Proc. Roy.
Soc. [London] Ser. A 164, 192 [1938].

3 A.Sommerfeld, Int. Math. Kongr. Rom 1908,
Vol. 111, S. 116.

Zeilen sollen verschiedene physikalische Gesichts-
punkte, die im Laufe der Zeit auf das Turbulenz-
problem angewandt worden sind, noch einmal
kritisch erdrtert werden.

Vor etwa vierzig Jahren wurde von Som-
merfeld? zunédchst die Frage behandelt: Wo-
her kommt es, dall gewisse laminare Bewegungen.
die bis zu beliebigen Geschwindigkeiten Lsun-
gen der hydrodynamischen Gleichungen sind, von
bestimmten Werten der Reynoldsschen Zahl ab
instabil werden? Diese Fragestellung ging von
der Auffassung aus, dall in einer reibungslosen
Fliissigkeit alle die laminaren Bewegungen auf-
treten konnten, die man aus der klassischen
Hydrodynamik kennt, dal aber offenbar die Rei-
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BEMERKUNGEN ZUM TURBULENZPROBLEM

bung diese Bewegungen unter gewissen Voraus-
setzungen instabil macht. Die Annahme, daB} der
Ubergang von der laminaren in die turbulente
Stromungsform erst durch die Reibung zustande
kommt, wurde etwa durch die Helmholtzschen
Wirbelsitze begriindet. Eine turbulente Bewegung
ist ja eine Bewegung, in der iiberall in der Fliis-
sigkeit grofere und kleinere Wirbel verteilt sind.
Eine solche Bewegung kann in einer reibungs-
freien Fliissigkeit nicht entstehen, wenn nicht
schon von Anfang an in weiten Bereichen Wirbe-
lung vorhanden ist.

" Die Stabilitdtsuntersuchungen der folgenden
Jahre ergaben fiir einige laminare Strémungen
Stabilitat?, fiir bestimmte Klassen von Stromun-
gen aber in der Tat von hinreichend hohen
Reynoldsschen Zahlen ab Instabilitiat®. Die Art,
wie bei wachsender Reynoldsscher Zahl neue
Losungstypen und damit Instabilititen der Aus-
gangslosung entstehen konnen, ist spéter von
Burgers® an einem vereinfachten mathemati-
schen Modell studiert worden.

Die neuere statistische Theorie der Turbulenz
geht demgegeniiber von einer ganz anderen Frage-
stellung aus. Sie interessiert sich fiir die voll aus-
gebildete Turbulenz. Die Flussigkeit ist ein
mechanisches System von aullerordentlich vielen
Freiheitsgraden. Da es von vornherein viel wahr-
scheinlicher ist, dafl die Energie irgendwie tiber
alle Freiheitsgrade verteilt ist, als speziell auf
eine bestimmte laminare Bewegungsform, wird,
dhnlich wie in der statistischen Mechanik, nach
den allgemeinen Eigenschaften solcher Verteilun-
gen gefragt werden miissen. Offenbar ist es bei
einem System von so vielen Freiheitsgraden von
vornherein zwecklos, die feinsten Details des
Strémungszustandes untersuchen zu wollen, da
der Zustand dauernd wechselt und die Einzel-
heiten praktisch unwichtig sind. Man mul} viel-
mehr zunichst festlegen, fiir welche Eigenschaf-
ten einer turbulenten Strémung man sich noch
interessieren will. Hier wird zweckmélig die

2 L.Hopf, Ann. Physik 43, 1 [1914]; F.Noether,
Z. angew. Math. Mechan. 6, 232 [1926]; Th. Sex]1,
Ann. Physik 83, 835 [1927]; 84, 807 [1927]; 87, 570
[1928].

5 W. Heisenberg, Ann. Physik 74, 577 [1924];
W. Tollmien, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen math.-
physik. KI. 1929; N. Schlichting, Ann. Physik
14, 905 [1932]. Neuerdings ist das Stabilitdtsproblem
nochmals zusammenfassend behandelt worden von
C. C. Lin, Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 30, 316 [1944]
und Quart. J. appl. Math. 3, 117, 218, 277 [1945—1946].
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gleiche Frage gestellt wie in der Optik der kon-
tinuierlichen Spektren. Ebenso wie man bei einem
kontinuierlichen Spektrum elektromagnetischer
Wellen im allgemeinen nur nach der Verteilung
der Energie iiber die verschiedenen Wellenléingen
fragt. nicht aber nach den Phasenbeziehungen, so
denkt man sich auch die Geschwindigkeit in der
turbulenten Strémung als Funktion des Ortes in
eine Fourier-Reihe entwickelt und bezeichnet
etwa mit o F'(k)dk die Energie (¢ = Massendichte),
die zwischen den Wellenzahlen k und k + dk in
der Volumeneinheit vorhanden ist. Man fragt also
nach der Gestalt der Verteilung F(k), d. h. nach
dem ,,Spektrum® der Turbulenz, verzichtet aber
auf die Kenntnis der Phasenbeziehungen, die ja
doch dauernd wechseln. Auch die statistischen
Korrelationen zwischen den Geschwindigkeiten
an zwei verschiedenen Punkten in der Fliissig-
keit sind im wesentlichen durch das Spektrum
festgelegt.

Ahnlich wie es in der Optik nun eine bestimmte
Verteilung gibt, die im thermodynamischen Gleich-
gewicht stets auftritt, n&mlich die Plancksche
Strahlungsverteilung, so mufl es auch eine be-
stimmte Gleichgewichtsverteilung der Energie auf
die Wirbel verschiedener Grofle geben. Eine solche
Gleichgewichtsverteilung kann z. B. praktisch da-
durch erreicht werden, dal man die Fliissigkeit
dauernd umriihrt. Zwar wird dann bei den gro8-
ten Wirbeln keine statistische Verteilung eintre-
ten, da ihre Form und Geschwindigkeit durch die
Art des Riihrens bestimmt wird. Aber die groflen
Wirbel erzeugen kleinere oder lésen sich in
solche auf, und fiir kiirzere Wellenldngen wird
sich schnell ein stationédrer Betrieb einstellen, bei
dem Energie stets von gréBeren in kleinere Wir-
bel transportiert und schlieflich durch Reibung
in Wéarme verwandelt wird.

Das Spektrum dieser Gleichgewichtsverteilung
ist im Grenzfall sehr hoher Reynoldsscher Zah-
len unabhingig durch Kolmogoroff? On-
sager® und v. Weizsédcker?® abgeleitet wor-
den; eine Untersuchung von Prandt1® enthilt
ebenfalls die dieser Ableitung zugrunde liegenden

6 J.M. Burgers, Kon. Akad. Wetensch. Amster-
dam, Proc. 17, 1 [1939]. .

" A.N.Kolmogoroff, C. R. [Doklady] Akad.
Sci. URSS. 30, 301 [1941]; 32, 16 [1941].

$ L. Onsager, Physic. Rev. 68, 286 [1945].

9 C.F.v. Weizsidcker, Z. Physik 124, 614 [1942].

10 H. Prandtl, Nachr. Ges. Wiss. Géttingen math.-
physik. Kl. 1945, S. 6.
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Ahnlichkeitsbetrachtungen; die Fortsetzung des
Spektrums in das Gebiet der kleinsten Wirbel
(deren Reynolds-Zahlen nicht mehr als grol gel-
ten konnen) wurde vom Verfasser berechnet,
Diese Berechnungen beruhen auf einem Gleich-
gewichtsansatz, der formal und physikalisch als
Analogon zum Boltzmannschen Stofzahlansatz
aufgefallt werden kann. Man fragt nimlich nach
der Energiemenge S, , die pro Zeiteinheit aus dem
Wellenzahlgebiet zwischen 0 und k in das Gebiet
groBerer Wellenzahlen (also kleinerer Wirbel)
transportiert wird. Dieser Transport geschieht
durch die Reibung. Dabei tritt jedoch gleich-
berechtigt neben die gewdhnliche Viskositdt der
Flussigkeit noch die turbulente Viskositit, also
die Ubertragung von Impuls’durch die kleineren
turbulenten Wirbelbewegungen; denn diese klei-
nen unregelméfigen Bewegungen iibertragen bei
Vorhandensein eines mittleren Geschwindigkeits-
gradienten in &hnlicher Weise Impuls wie die
molekularen Bewegungen und fiithren daher eben-
so zu einer Art von Zihigkeit. Man kann diese
turbulente Zihigkeit der GréBenordnung nach
gleich ¢, v, setzen, wobei [, den Prandtlschen
Mischungsweg, v, die Geschwindigkeit der hier-
fiir in Betracht kommenden Wirbel von der Wel-
lenzahl k darstellt. Driickt man die turbulente
Zahigkeit durch das Spektrum F (k) fiir alle Wel-
lenzahlen zwischen k und oo aus, so erhilt man

k oo

i Q[]v’(A')dlc’ = — u-}-y.g[
dt| ‘ .
0 k

Aus dieser Gleichung kann fiir die abklingende
turbulente Bewegung die Form des Spektrums
und die Art des Abklingens ermittelt werden®2.
Die statistische Theorie der Turbulenz geht
also grundsitzlich von der Annahme aus, daf die
Bewegung auch einer nicht reibenden Fliissigkeit
»im allgemeinen* turbulent sei, denn die nicht rei-
bende Fliissigkeit ist ein System von vielen Frei-
heitsgraden. Die laminare Bewegung ist ein eben-
so unwahrscheinlicher Spezialfall wie die geord-
nete Bewegung der Molekiile in einem Gas. Erst
eine hinreichend grofe Viskositidt begiinstigt
laminare Bewegungen, da sie bei kleinen Rey-
noldsschen Zahlen die Wirbelbildung unterdriickt,
1 W.Heisenber g, Z. Physik 124, 628 [1948].

12 W. Heisenberg, Proc. Roy. Soc. [London]
Ser. A, im Erscheinen.
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\

aus Dimensionsbetrachtungen als einfachsten An-
satz fiir die turbulente Z#higkeit:

/l/f;fé)

wobei x eine dimensionslose Zahl ist, die empi-
risch etwa den Wert 0.8 hat. Bedeutet u die mole-
kulare Zihigkeit, so wird schlieflich unter An-
wendung bekannter Formeln der Hydrodynamik:
dr’ ) f2 FE') k"2 dk” .

o]

Beim stationéren Betrieb mufl 'S, fiir groBere k
von k unabhéngig sein, wenn die Energiezﬁfuhr
bei kleinen k-Werten (d.h. durch groBe Wirbel)
erfolgt. Aus dieser Bedingung ergibt sich die Ge-
stalt des Spektrums, némlich F (k) ~ k—>/s fiir Wir-
bel mit grofien Reynoldsschen Zahlen, F (k) ~ k—7
fiir Wirbel mit kleinen Reynoldsschen Zahlen,
d. h. fiir das kurzwellige Ende des Spektrums™.
Auch nichtstationidre Vorgiinge, wie z. B. das zeit-
liche Abklingen einer turbulenten Bewegung,
konnen nach Gl. (2) diskutiert werden, wenn es
sich um eine voll ausgebildete turbulente Be-
wegung handelt. Wenn keinerlei Energie von
aulen zugefithrt wird, so folgt ja aus (2) sofort

ar, (1)

Fk)

k
F(/‘ ) dk’ ) [2 F(E") k"2 dk"”.
0

k'3

(3)

die Bewegung also wenigstens im Bereich der
kleinen Wellenldngen glittet. Wahrend bei den
Stabilitdtsuntersuchungen der laminaren Bewe-
gungen die Reibung als die Kraft erschien, die
diese Bewegungen labil macht und die Turbulenz
erzeugt, erscheint jetzt die Reibung als die Kraft,
die Wirbelungen unterdriickt und die Bewegun-
gen laminar zu machen sucht. '
Der Widerspruch zwischen diesen beiden Be-
hauptungen ist nur scheinbar. Denn im ersten
IFall handelt es sich nicht um einen Gleichgewichts-
zustand, sondern um die Geschwindigkeit, mit der
ein nicht stabiler Vorgang in einen Gleich-
gewichtszustand iibergeht (in der Sprache der
Chemie um eine Reaktionsgeschwindigkeit), im
zweiten Fall wird nach der Gleichgewichtsver-
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teilung selbst gefragt. In der nicht reibenden
Fliissigkeit ist zwar die laminare Bewegung ein
unwahrscheinlicher Spezialfall, aber die Ge-
schwindigkeit des Ubergangs in den turbulenten
Gleichgewichtszustand ist zun#ichst verschwin-
dend klein; sie wiirde von Null verschieden nur,
wenn etwa schon vorher viele kleine Wirbel vor-
handen sind, d. h. wenn durch Turbulenz im klei-
nen eine turbulente Reibung hervorgerufen wird.
Aus dieser letzten Uberlegung geht hervor, dafl
es im Grunde nie vorkommen kann, daBl ein Stro-
mungszustand, bei dem die Fliissigkeit an den
Winden haftet und der ohne Reibung stabil ist,
bei Einfithrung der Reibung labil wird. Denn die
Reibung lielle sich ebensogut durch eine von klei-
nen Wirbeln hervorgerufene turbulente Reibung
ersetzen; nur kann man diese Art der Labilitit
nicht mit der iiblichen Methode der Kkleinen
Schwingungen behandeln. Denn die Zeit, in der
eine Schwingung anwichst, hingt dann von der
‘Schwingungsamplitude der kleinen Wirbel ab
und wiirde bei verschwindender Amplitude un-
endlich groB. Zu ihrer Berechnung miiite man
also auch nichtlineare Glieder in den Schwin-
gungen mitberiicksichtigen, was freilich die rela-
tive mathematische Einfachheit der Methode der
kleinen Schwingungen zerstéoren wiirde. Man er-
kennt aus dieser Uberlegung, dall die Methode der
kleinen Schwingungen bei hydrodynamischen
Stabilitatsfragen grundsitzlich nicht ausreicht,
was zum Teil die physikalisch etwas widerspre-
chenden Ergebnisse fritherer Untersuchungen er-
kldren mag.

Im Gleichgewicht selbst dagegen unterdriickt
die Reibung die kleinen Wirbel und glittet die
Bewegung; sie verschiebt das Gleichgewicht zu
Ungunsten der kleinen turbulenten Bewegungen.
Wenn man die voll ausgebildete turbulente Stro-
mung in dieser Weise als Gleichgewichtsvorgang
ansieht und etwa mit der Maxwellschen Geschwin-
digkeitsverteilung vergleicht, so mull man aller-
dings darauf achten, dafl dieser Vergleich in einem
Punkte nicht zutreffen kann. Wihrend sich das
thermodynamische Gleichgewicht stets von selbst
in einem abgeschlossenen System einstellt, wenn
man nur hinreichend lange wartet, benétigt die
turbulente Gleichgewichtsstrémung eine dauernde
Energiezufuhr, da ja durch Reibung auch dauernd
Energie in Wéarme verwandelt und abgefiihrt
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wird. Daher zerfillt das Spektrum der turbulen-
ten Bewegung meist in drei physikalisch unter-
schiedene Wellenldngenbereiche. Die Energie wird
im allgemeinen im Gebiet der langen Wellen auf
die Fliissigkeit iibertragen, etwa durch einen rela-
tiv zur Fliissigkeit bewegten Koérper; in diesem
langwelligen Gebiet herrscht natiirlich kein
Gleichgewicht, die Form und H#ufigkeit der ent-
stehenden Wirbel héingt von dem speziellen Vor-
gang ab, der die Energie iibertrigt, die Berech-
nung der Stromung ist sicher kein rein statisti-
sches Problem. Dann kommt ein Bereich kleinerer
Wirbel, die von den gréferen erzeugt werden und
die ihre Energie wieder in‘kleinere Wirbel ver-
teilen; in diesem Bereich kann der Idealfall des
von Kolmogoroff? Onsager® und v.Weiz-
sdcker®studierten statistischen Gleichgewichts in
guter Naherung verwirklicht sein [F (k) ~ k—"/s].
Nach kurzen Wellenldngen schlieBt sich endlich
ein dritter Gleichgewichtsbereich an', in dem die
Energie der Wirbel zum groften Teil durch die
Reibungswérme verzehrt wird [F (k) ~ k—7].

In vielen Féllen wird es natiirlich auch nicht
zur Ausbildung des Gleichgewichts kommen, oft
wird sich an den ersten Bereich unmittelbar der
dritte anschliefen, in dem die Energie in Wirme
verwandelt wird, ohne dall sie vorher in erheb-
lichem Ausmall auf alle Freiheitsgrade verteilt
wiirde. Die Verteilung der Energie auf die ande-
ren Wellenlangenbereiche geschieht ja stets durch
die nichtlinearen, die Trégheit darstellenden Glie-
der der hydrodynamischen Differentialgleichun-
gen; die Geschwindigkeiten miissen also einen
gewissen Mindesthetrag erreichen. damit die
Trigheitsglieder iiberhaupt eine erhebliche Rolle
spielen und die Energie in andere Wellenliingen-
bereiche {iibertragen koénnen. Die mathematische
Behandlung der Zwischenfille turbulenter Be-
wegung, bei denen es noch nicht zur Ausbildung
des richtigen Gleichgewichts kommt, ist natiir-
lich besonders kompliziert, #hnlich wie in der
kinetischen Gastheorie. Nur die beiden Grenzfille
der streng geordneten (laminaren) und der vol-
lig ungeordneten (statistisch turbulenten) Stro-
mung konnen einfach mathematisch beschrieben
werden. Dafl die turbulente Bewegung die Regel,
die laminare die Ausnahme ist, folgt einfach aus
der Tatsache, daBl eine Fliissigkeit sehr viele
Freiheitsgrade besitzt.



